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26 三角比と三角形 
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(1)より， 35ΔABC= だから， 35AD
4
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=  
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320AD =\  
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 余弦定理より， 
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21BC =\  ・・・① 
△ABC において，AD は∠A の 2 等分線だから， 

BD：DC＝AB：AC＝4：5 より， BC
9
4BD =  ・・・② 

よって，①，②より，
9
214BD =  

 △ABD において，BM は∠B の 2 等分線だから， 

AM：MD＝BA：BD より， AD
BDBA

BDMD ×
+

=  

これと， 4BA = ，
9
214BD = ，

9
320AD = より， 
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(1) 

解法 1 

C
C

2
2

cos
1tan1 =+ より，

9
25

3
41

cos
1 2

2 =÷
ø
ö

ç
è
æ+=

C
 

25
9cos2 =\ C  ・・・① 

①および 1sincos 22 =+ CC より，
25
16cos1sin 22 =-= CC  ・・・② 

 また， 0tan >C より，Cは鋭角である。したがって， 0cos,0sin >> CC  ・・・③ 

 ①～③より，
5
4sin =C ，

5
3cos =C  

解法 2 

 0
3
4tan >=C より，Cは鋭角である。 

 よって，底辺の長さ 3，高さ 4，斜辺の長さ 5 の直角三角形の三角比より， 

 
5
4sin =C ，

5
3cos =C  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 

 余弦定理より， C2222 cosCA2BCCABCAB ×-+=  

 すなわち ( ) ( ) ( )( )
5
321221 222 ×++-+++= nnnnn  

 これを整理すると
( )( ) 0

5
131

=
-+ nn  

 これと 0AB >=n より， 13=n  
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(3) 

 ( )( ) ( )( )21
5
2

5
421

2
1sinCACB

2
1ΔABC ++=×++=×= nnnnC  ・・・④ 

また，内接円の半径を r とすると， 

( ) ( ) ( ){ } ( )1
2
321

2
1CABCAB

2
1ΔABC +=++++=++= nrnnnrr  ・・・⑤ 

④，⑤より， ( ) ( )( )21
5
21

2
3

++=+ nnnr  

よって， ( )2
15
4

+= nr  

これと， 13=n より， 4=r  

223 

(1) 

 △ABC の外接円の半径を Rとすると，正弦定理より， R
C
c

B
b

A
a 2

sinsinsin
===  

 
R
cC

R
bB

R
aA

2
sin,

2
sin,

2
sin ===\  

 これらを ( ) CcBbAcb 222 sinsinsin -=- に代入し，整理すると，
( )

2

33

2

2

44 R
cb

R
acb -

=
-  

 この両辺に 24R を掛けることにより， ( ) 332 cbacb -=-  

(2) 

 ( ) 332 cbacb -=- より， ( ) ( )( )bccbcbacb ++-=- 222  ( ) ( ){ } 0222 =++--\ bccbacb  

 よって， cb = または bccba ++= 222  
 (i) cb = のとき 

  △ABC は AB＝AC の二等辺三角形 

 (ii) bccba ++= 222  

  

°-+=

÷
ø
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ç
è
æ-×-+=

++=

120cos2

2
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222

bccb

bccb

bccba

　　

　　  

  よって，余弦定理より，△ABC は∠A が 120°の三角形 

 以上より，△ABC は AB＝AC の二等辺三角形または∠A が 120°の三角形 
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(1) 

 034843 2 =---- cbaa  ・・・① 098422 =+-++ cbaa  ・・・② とすると， 

 ①×2－②より， ( ) 03425 2 =--- baa  
4

322 --
=\

aab  

 ①＋②×2 より， ( ) 0345 2 =+- ca  
4

32 +
=\
ac  

(2) 

 
( )( ) 0

4
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4
322

>
-+

=
--

=
aaaab かつ 0>a より， 3>a  ・・・③ 
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aaaabc ，
( )( )

4
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4
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4
3 22 --

=
+-

=-
+
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aaaaaaac  

 これと③より， 0,0 >->- acbc  

よって， cすなわち辺 AB の長さが最大である。 

ゆえに，△ABC の内角のうち最大のものは∠C である。 

(3) 

 ∠C の大きさをq とすると，余弦定理より， 
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 よって， °=120q  
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(1) 
 三角形の成立条件より， 1313 +<<- a  すなわち 42 << a  

よって， 43 <£ a または 32 £< a  

43 <£ a のとき 

  10313 2222 =+<£ a より， 103 <£ a  ・・・① 
 32 £< a のとき 

  2222 13 +<< aa より， 322 £< a  ・・・② 

 ①または②より， 1022 << a  
(2) 

 長さが aの辺の対角の大きさをa とすると， 

 正弦定理より，
18
35

35
92

sin aa
=

×
=a  

 余弦定理より，
6

10
312

31cos
2222 aa -

=
××
-+

=a  

 よって， 1cossin 22 =+ aa より， 1
6

10
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35

222

=÷÷
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ö
çç
è

æ -
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÷
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ö
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è
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 両辺に 218 を掛けると， ( ) 2222 1810935 =-+ aa  

 よって， 0189001459 224 =-+- aa  
 これと， ( )( ) 2222 2421212481830183018900 =×=×=-+=- より， 0241459 224 =+- aa  

 よって， 
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 より， ( )( )( )( ) 0338383 =-+-+ aaaa  

 これより， 3,
3
8

±±=a となるが，(1)より，aのとりうる値の範囲は 1022 << a である。 

よって， 3=a  
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226 

u=+ qq cossin ， v=qq cossin とおくと， 

 qq cos,sin を解とする tの 2 次方程式は 02 =+- vtut  ・・・① 

27
13cossin 33 =+ qq  

( )( )
( )( )qqqq

qqqqqqqq
cossin1cossin

coscossinsincossincossin 2233

-+=
+-+=+

　　　　　　　
 

 より， ( )
27
131 =- vu  ・・・② 

( ) 1cossin2cossin 2 =-+ qqqq より， 122 =- vu  \
2

12 -
=
uv  ・・・③ 

また， ( )°+=+ 45sin2cossin qqq ( )°<°+<° 22545135 q より， 

1cossin1 <+<- qq  すなわち 11 <<- u ・・・④ 

 ③を②に代入すると，
27
13

2
11

2
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
-
uu より，

27
13

2
33

=
+- uu  

 両辺に 54 を掛け整理すると， 02632727 3 =+×- uu  
 すなわち ( ) 0263273 3 =+×- uu  

ここで， Uu =3 とおくと， 026273 =+- UU より， ( )( ) 0261 2 =-+- UUU  

よって，
2

1051,1 ±-
=U  すなわち

6
1051,

3
1 ±-

=u となるが， 

6
1051±-

は④を満たさない。ゆえに，
3
1

=u  ・・・⑤ 

これを③に代入することにより，
9
4

-=v  ・・・⑥ 

⑤と⑥を①に代入し，両辺に 9 を掛けると， 0439 2 =-- tt  

よって，解の公式により，
6

171
18

1533 ±
=

±
=t  

これと， °<<° 18090 q より， 1sin0cos1 <<<<- qq であることから， 

6
171sin +

=q ，
6

171cos -
=q  
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(1) 

 nm == CA,AB とすると，三平方の定理より， 222 pnm +=  

 よって， ( )( ) 2pnmnm =-+  

 これと nm > より，
î
í
ì

=-
=+

1

2

nm
pnm  

 この連立方程式を解くことにより， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -+
=

2
1,

2
1,

22 ppnm  

 よって，
2

1AB
2 +

=
p

，
2

1CA
2 -

=
p  

(2) 

Atan Ð について 

( ) ( ) ( ) 022132121 222 >=--³--=-- ppp より， pp 212 >-  

 これと，
1

2
CA
BCAtan

2 -
==Ð
p
p

より， 1Atan0 <Ð<  

 よって， Atan Ð は整数にならない。 

BtanÐ について 

0
2

1
BC
CABtan

2

>
-

==Ð
p

p
より， k

p
p

=
-

2
12

（ kは自然数）とすると， 

kpp 212 =- より， ( ) 12 =- kpp  
ところが， kp 2- は整数， pは 3 以上の整数のため，等式は成り立たない。 

よって， BtanÐ は整数にならない。 

 

 あるいは， 
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p
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ö
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- 11
2
1

2
12

（ kは整数）とすると， k
p

211 =- より，
p

k 121 =-  

 よって，左辺は整数である。 

ところが，右辺は， pが 3 以上の整数であることから 11
3
1

<£
p

となり，整数ではない。 

よって，等式が成り立たない。 

ゆえに， BtanÐ は整数にならない。 
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 ∠C の大きさをCとすると， °<<° 1800 C  

 △BCD について 

  余弦定理より， 
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 正弦定理より，
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 ①，②より， ( )( ) ( )CCC cos1132cos1cos1
4

65 2
2
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°<<° 1800 C より， 1cos ¹C だから， ( ) 2
2

2
132cos1

4
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×=+ C  

よって，
25
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4132cos 2

22
=-

××
=C  ・・・③ 

①と③より， 
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△ABD について 

  44DACDBCAB =+++ および 261313CDBC =+=+ より， 18DAAB =+  

  したがって， x=AB とすると， x-=18DA  ・・・⑤ 

  また，円に内接する四角形の性質より， C-°=Ð-°=Ð 180C180A  

よって，余弦定理より， 

( )
( ) ( )

( ) Cxxxx

Cxxxx

C

cos36218362

cos18218

180cosDA2ABDAABBD
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--+-=
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これと，③，④より， 

( )
25

13182
25
736218362

2
222 ××

=×--+- xxxx  

  両辺に 25 を掛け，整理すると， 

0131821825183636 222 =××-×+×- xx から， ( ) 013925182183636 22 =-××+×- xx  

両辺を 36 で割り，整理すると， 056182 =+- xx  
よって， ( )( ) 0144 =-- xx より， 14,4=x  

ゆえに，⑤より， ( ) ( ) ( )4,14,14,4DAAB, =  


